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1 Optimal Control-Problem und Anwendung der Methode

Die folgende Methode wird angewendet, um eine Naherungstdes optimalen Inputs eines OC-Problems
zu erhalten. Somit wird umgangen, dass die Hamilton-JaBebimann-Gleichung analytisch geldst werden
muss, was in den wenigsten Fallen mdglich ist. (partielliéeantialgleichung) Im Folgenden wird das Pro-

blem beschrieben:

Betrachtet wird ein OC-Problem mit der folgenden nichliegaDynamik:

X = AX+Bu+f(x,u)=F(x,u) (1)

Das Performanceintegral (2) stellt die Kostenfunktion &arsoll ein Feedbadk,(x) gefunden werden, wel-
ches dieses Integral minimiert. Bei Anfangsbedingungenahe des Ursprungs wird das System stabilisiert.

J(Xo,u) = /(xTQx+2xTNu+uTRu+g(x,u))dt 2)
0

Dabei sindf(x,u) undg(x,u) Potenzreihen zweiter bzw. dritter Ordnung U@, Q, N, R reale Matrizen mit
folgenden Eigenschaften:

Q>0 3)
R>0 4)
[I\?T g]zo 5)

In [Luk69] wird gezeigt, dass das Integral unter Verwendeirges stabilisierenden Feedbacks nahe des Ur-
sprungs konvergiert. Das Haupttheorem 1.1 postuliert disténz einesptimalen, stabiliserenden Feed-
backs, welches Gleichung (6) l6st.

Fu(Xo, U« (X0))Ix (X0, Usx) + Gu(Xo,U«(X0)) = O (6)

Zunachst wird das ,truncated System“(TS) mit den Eigensehd(x,u) = 0 und g(x,u) = O geldst. Das

bedeutet, dass die Terme héherer Ordnung zunéchst veiraithlwerden. Mittels Gleichung (7) I&asst sich
P, berechnen, sodass das stabilisierende Feedback des d&:h Gleichung (8) berechnet werden kann.

0 = <Q - NR—lN) P, <A - BR-lN*> n (A - BR-lN*> PP, (BR—ls*) P, (7

D. = —R Y(N*+B*P,) ®)
u. = D,x )
JX) = X"P.x (10)

Ausgehend vom TS kann nun das Feedback durch nichtlinearaeTerweitert werden. Fir analytische
J(X,u.(x)) und F(x,u.(x)) nahe des Ursprungs konnen(x), J.(x) und F.(x) als Potenzreihe entwickelt

werden. Nun kénnen die Terme hoherer Ordnunglf€i(x) undu, (x) mit Hilfe der Gleichungen (13) und

(14) bestimmt werden.

ux) = uPx)+u@x)+... (11)
LX) = 3P +3IOx) +... (12)
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[m 1/2]
Z u* Ru*(m k) (X) u*(m/z) (X) . RU*(m/Z) (X)
- ><x,u*> (13)
1
w0 =-3R™ (B K Z R >+gu<k><x,u*>> (14)
Die Stabilitat des geschlossenen Kreises Laut Theorem 1.1 existiert fir das gegebene Problem ein

eindeutiges und stabilisierendes Feedback. Dies zeigtasich am Zeitverlauf des geschlossenen Kreises
(Abbildung 2). Bei steigender Ordnung der Potenzreihe wsddézu entwickelten Inputs vergréRert sich der
stabile Bereich um den Ursprung.

Einschrankungen und Nachteil der Methode Das System muss stabilisierbar sein. Dazu muss eine Ma-
trix D existieren, sodass gil& + BD ist stabil. Eine Matrix heil3t stabil, wenn der Realteil allggenwerte
echt negativ ist. AuRerdem missen die NichtlinearitatenDymamik und des Performanceintegrals in der
Néahe des Ursprungs analytisch und differenzierbar seinnviiecht der Ursprung, sondern eine andere Ruhe-
lage stabilisiert werden soll, kann dieses Problem dunck Kbordinatentransformation umgestaltet werden,
sodass der Ursprung als neue Ruhelage mit einem solchebdakeaptimal geregelt wird.

Probleme bei der Erweiterung zu einem MIMO-System
« Aufwendiges Gleichungssystem zur Berechnung #$hmittels Ansatz (13)

» Berechnung vo®, flir das TS ist nichtlineares Gleichungssystem (7)

» Aufwendige Reihenentwicklung fur Funktionen mehrereraviglerlicher

2 Reglerdesign an speziellem Beispiel

2.1 Approximation der Zielfunktion und des Feedbacks

OC-Problem (Zielfunktion und Dynamik)
« 1,
30).u0)) = [ (acostix) —a+ 50 ) o (15)
0
X = ax+u (16)

Reihenentwicklung der Nichtlineartitat der Zielfunktion

© X2 Xt x8
Nl — 17
T2 2 0 n

coshx) =

3

Daraus ergibt sich:



2 Reglerdesign an speziellem Beispiel 5

B T2 e 1,
I u) = 0/ (qnzo<2n>!‘q+5” <t>)dt (18)
7 q, X0 38
= 0/ é + U +q +q7—20+q40320 dt (19)
gx,)zf
Lose ,truncated System*
Q = (20)
N =0 (21)
1
A = a (23)
B =1 (24)
(25)
Unter der Bedingung, dasg> 0:
Q = 720 (26)
R = %20 (27)
Q N] [3 o0
BRI &

Somit sind alle Forderungen an die Matrizen (hier: Skalar&)llt. AusN = 0 vereinfacht sich Gleichung
(7) stark:

Q+P.A+AP, — P, (BR’lB*> P, = 0 (29)
g+2aP* P2 - 0 (30)

a a2 q
P=2ty/5+7 (31)

Theorem 1.2 ( [Luk69]) fordert, dag$’. positiv definit sei. Aus diesem Grund entfallt die zweite Wig
unter der Bedingung, dags> 0 angenommen wird.
Somit lasst siclb,. bestimmen:

D.=-R '(N+B*P,) = —2P, = —a— /a2 +q (32)
Als Eingang fur das vereinfachte System ergibt sich:
u, =D, x= (—a— a2+ q) X = uil) (X) (33)

Die Zielfunktion kann nun mit Hilfe der Lésung von (31) erteit werden:

J)=x"Px= ( =+ —) 2 = 3@ (x) (34)
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Bestimmung der Terme hdherer Ordnung (vgl. [Luk69] S.94)
Durch Lésen der Gleichungen (13) und (14) lassen $iamdu, sukzessive neu bestimmen.

¥ = 0 (35)
Wx = 0 (36)
Dy — 94 a4

T 96,/a2+ q (37)
By = 9 3

U™ (X) INCAX: (38)
X = 0 (39)
ugf)(x) =0 (40)
G - L (4 1 & \5s

IH) = 61/ 1 q (720 288a2+q>x 1)
Gy - .+ (4 1 @

Lo = /—a2+q<720 288a2+q>X5 (42)

Somit ergibt sich als Feedback fir eine Entwicklung bis zW&inung:

ANy 9 s 1 (a1 ¢
u*(x)—< a a+q)x 24\/mx3 Va2+q\720 288a?+q X “

2.2 Vergleich von linearem und nichtlinearem Feedback fiir s pezielle g und a

right hand side vs. x
1000

rhs(x)
800 O  steady states |

600 -

400

200

ok

ax + u(x)

—200

-400}

—600 -

-800

-1000 i i i i i i i
-25 -10 -5 0 5 10 15 20 25
state x

Abbildung 1: Rechte Seite(43) als Funktion des Zustands
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Abbildung 2: Vergleichopen loop undclosed loop
Man erkennt leicht, dass das ungeregelte System instaldusch die lineare Regelung wird es stabilisiert.

2.3 Simulationen fir verschiedene Anfangsbedingungen und Variation von q

Anfangsbedingungen Die folgende Abbildung stellt den Einfluss der Anfangsbgding xg auf die L6-
sung des geregelten Systems dar.

Closed Loop mit verschiedenen Anfangsbedingungen

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
time t

Abbildung 3: Einfluss der Anfangsbedingurg
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Parameterstudie g  Abbildung 4 zeigt, dass bei h6heren Werten gaitas System den Ursprung schneller
erreicht.

Parameterstudie flir q
T T

time t

Abbildung 4: Einfluss des Parameters g auf die Dynamik dete8ys
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